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CapitOIul
Metoda SOS*

,Dicgionar: X = Eternul necunoscut
Y = Prastia alfabetului.”
Tudor Musatescu
Sunt adevarate afirmatiile:

a’>0, Vae R, cu egalitate pentru a=0.

(a—b)*>0, Va, be R, cu egalitate pentru a=b .
a’+b’+c*>ab+bc+ca, Va, b, ce R, cu egalitate pentru a=b =c .
(a+b+c)”>3(ab+bc+ca), Va, b, ce R, cu egalitate pentru a=b=c .

2 a>0 : . -b
ax“+bx+c>0, Vxe R , CU egalitate pentru A=0 si x=—.
A<0 2a

a<x<b& (x—a)(x—b)<0, cuegalitate daca x=a sau x=b.
a’+b®+c’-3abc=(a+b+c)(a*+b’+c’—ab—bc—ca), Va, b, ce R.

a’+b®+c®>3abc, Va, b, c=0, cuegalitate pentru a=b=c.

1 - 1 > 1 ,
(I1+a)” (1+b)” 1l+ab
a’+b*+c*>a+b+c, Va, b, c>0 si abc=1, cu egalitate pentru a=b=c=1.

Va, b>0, cu ab>1.

a b c

a’+b*=ab(a+b), Va, b>0, cu egalitate pentru a=b.

a’+p? >a+b

a’+ab+b*" 3
3

a 22a—b

a®’+ab+b? 3

Va’ +ab+b? 2§(a+b), Va, b >0, cu egalitate pentru a=b.

(a+b+c)[l+l+ljzg, Va, b, ¢>0, cu egalitate pentru a=b=c.

, Va, b>0, cu egalitate pentru a=b.

, Va, b>0, cu egalitate pentru a=b.

* SOS method = Sum of Squares = suma de patrate
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Tn continuare sunt propuse aplicatii ce pot fi rezolvate folosind inegalitatile de mai
sus.

1.1. Leme utile in rezolvarea unor inegalitati:
9(a®+b*+c’
a) Daca a, b, ¢ > 0, atunci E+E+£2<—2).
b ¢ a (a+b+c)
1,1

_ 1 18(a’ +b* +c?)
b) Daca a, b, ¢ > 0, atunci (a+b+c)[—+b+—j23+ :
a c

3 3 2 2
c) Fie a, b > 0. Aratati ca: ,SIa +b Sa b .
2 a+b

§ (a b cY 1 1 1
d) Dacaa, b, c>0,atunci | —+—+—| >(a+b+c)| =+—+=|.
b ¢ a a b ¢

(a+b+c)’

e) Daca a, b, ¢ > 0 astfel incat abc = 1, aratati ca:
aZ 2 CZ
+—+—2a’+b*+c%
c° a

b2
. «—a’_lwb+c
Dacia, b,c>0,atunci » —>=» ——.
f) Daca g sz 2 a
2 _(a+b)(b+c)(c+a)

-1.

)
Daca a, b, ¢ >0, atunci » —=>
0) Daca Z b? 2abc

2 2 2 4 2 7
h) Daca a, b, ¢ > 0, atunci a_+b_+c_23\/E.
b c a 3

1.2. a) Daci X,y >0six +y =2, aratafi ca Xy (X’ +y*)<2.

Olimpiada Nayionala Irlanda, 2000
b) Daca x, y >0 astfel incat x + y = 2sin e N, atunci X"y" (x* +y*)<2.

Dezvoltare, Marin Chirciu
c) Daci x, y= 0 i x +y =2, aratagi ca x°y*(x*+y*)<2.
Olimpiada Nagionala India, 2008
d) Dacd x,y > 0 astfel incatx +y=2sine N,n>3, atunci x"y"(x*+y*)<2.
Dezvoltare, Marin Chirciu

. . o 3
1.3. a) Demonstrati ca pentru orice numere pozitive a, b, ¢ cu suma a+b+c :E avem

b c>3

+ + >,
1+4b* 1+4c* 1+4a®> 4

inegalitatea:

GMB 3/2016, Vasile Mircea Popa, Sibiu
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b) Daca a, b, ¢, n>0 si a+b+c:§,arﬁta;i ca:
n

a N b N c >i
1+n%? 1+n%? 1+n%a® 2n
1.4. a) Fie a, b, c numere reale pozitive cu suma 1. Demonstrati inegalitatea:
1 1 1 2 2 2
+ + > + + .
l-a 1-b 1-c¢ 1+a 1+b 1+c
All-Russian Olympiad, 2003
b) Aratati ca, daca a, b, ¢, d sunt numere reale strict pozitive cu suma 1, atunci:
3 3 3 3 5 5 5 5
+ + + > + + + :
l-a 1-b 1-c¢ 1-d 1+a 1+b 1+c 1+d
GM 11/2015, Supliment de exercitii, Daniel Sitaru, Drobeta—Turnu-Severin
c) Fie a;, a,, ..., a, numere reale nenegative cu suma 1, unde n > 2. Aratati ca:
51 51
n-1 >(n+1) —— .
( )él_ai ( )k:11+a1
Marin Chirciu si Octavian Stroe, Pitesti
15.a) Fie n € N, n > 2. Aratati ca pentru a, a,, ..., a,€ (0, ﬁ} cu

a, +a,+..+a, =n, are loc urmatoarea inegalitate:
1 1 1
5 > +ot—
a +(a,+a,+..+a,) a,+(a+a,+..+a,) a,+(a+a,+..+a,,)
GM 11/2016, Andra-Malina Cardas, eleva, Botosani

b) Dacaa, b,c>0cua+b+c=3, aratati ca:
1 1 1
+ +
a’+b+c b*+c+a c*+a+b
c)Dacia,b,c>0cua+b+c=3,aratati ca:
1 1 1 3
2 + 2 + 2 <
a“+k(b+c) b°+k(c+a) c’+k(a+b) 2k+1
d) Fiene N, n>2. Aratati ca pentru a, a,, ..., 8, >0,cu a +a,+...+a,=n,are
loc urmatoarea inegalitate:
1 1 1
5 +— ot — <
a; +k(a,+a,+..+a,) a +k(a+a,+...+a,) a,+k(a,+a,+...+a,,)

<1.

<1.

,unde 1 <k<2.

<S——— ., undel<k<2
1+k(n-1)

1.6. a) Fie a, b > 0, numere reale. Daca v/a-|a-b|<1 si vb-|4a—-b|<1, aratati ca

8a®+b*<9.
GM 1/2017, George Stoica, Canada
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b) Fie a, b>0si A > 0 numere reale. Daci +/a - <lsib-|2r-a-b|<1,

a—g-b
A

aritati ci (Aa)’ +b° <A%+1.
Dezvoltare, Marin Chirciu
1.7. Fiea,b,ce (0, ), cua+b+c=3. Aratati ca:
2) a N b N c
a’+2 b*+2 c*+2

RMT 2/2017, Marian Cucoanes, Mdarasesti

b) 2a + Zb + ZC < 3 ,unden=>1.
a+n b°+n c“+n n+l1

Marin Chirciu
1.8. Dacaa,b,c>0sia+b+c=3,aratati ca:
a®+b’
2D D2 a’+ab+b? =
RMM 2017, Nguyen Viet Hung, Hanoi, Vietham

a®+b? 6
> ,unden=0.
)Z 2+nab+b2 n+2

1.9. Sase arate ca

9a 9 a+b 7 \2a+5b 2b+5a)’
oricare ar fi numerele a, b > 0.

1 1 10 121( 1 1 j
—+—+ +

GM 3/2017, Mihaela Berindeanu, Bucuresti
1.10. Sa se demonstreze ca, daca x, y, z > 0, atunci este adevarata inegalitatea
(x=y) (y=2)"(z=x)’

X +y 422 =Xy +yz+ X+ -
(x*+y?+72°)

Sclipirea Mingii nr. XIX, 05/2017, Nela Ciceu si Roxana Mihaela Stanciu
1.11. Fiea, b, c € (0, ). Sa se demonstreze ca:
a> b® ¢ 30abc 27
—t—t+—+ >— |
b* c¢* a* (a+b)(b+c)(c+a) 4

GM 5/2017, Costel Anghel, Slatina

2 2 2

a c abc n
b) —+—+—+n- 23+—,n<32.
) b> ¢* a*  (a+b)(b+c)(c+a) 8

a’> b?> ¢’ 32abc
C) —+

—t—t—+ >
b* ¢* a* (a+b)(b+c)(c+a)
Dezvoltari, Marin Chirciu



CapitO‘ul
Inegalitatea mediilor

..Intre ceea ce este corect si
ceea ce este gresit, alege
ceea ce te face fericit.”

A, =G, a;bz\/%, Va, b>0.

a+2+02\3/abc, Va, b, ¢>0.

+a,+..+a
M%ﬂ/aiaz...an, Va, a,, ..., a,=0.

0 2

moom - 1 1
i+i
a b
a+b+c23abcz 3 , Va, b, c>0.
3 1 1 1
a b c
ata,t..ta S n
—n _‘/alaz...an_ 1 1 T Va, a,, ..., a,>0.
s e =
a a a,

Q. >A : \/af+a§+...+a§ Attt
y n n

max{a }>Q, > A, 2G, >H, >min{a,}.

2 2 2
a’+a+..+a _a+a,+..+a,
max{a,, a,, ..., an}z\/ - > - >rfaa,..a, >

> >min{a, a,, .., a,}.
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2.1. Daciax,y,z>0six+y+z=1, aratati ca:

oot w2t
0 ) O - O O )

Internet, Mathlinks, AoPS
Dacd X, X,, ..., X, >0 si X +X,+..+X, =1, aratati ca:

n

a') 1+1J(l+i}.. 1+iJ >(1+n)".
X, X, X

n

b") 1+£J(1+LJ... 1+£J2(1+kn)n, k>0.

X X X,
c’) xl+i](x2+i ...[xn+iJ2(n+£J .
X X Xy n
d") xl+£](x2+L ...EXH+LJ2(kn+1j k=21,
X, X, X, n
Dezvoltari, Marin Chirciu

2.2. a) Fie a, b, ¢ numere reale pozitive cu abc = a + b + ¢ + 2. Aritati ca:

a1 37 37 )
I WAt

GM 9/2016, Marian Cucoanes, Marasesti
b) Fie a, b, ¢, d numere reale pozitive cu abcd =a + b + ¢ + d + 8. Aratati ca:

Yo b+ 1 1 1 1
2 T
c) Fie a,, a,, ..., a, numere reale pozitive cu a,a,..a,=a, +a, +...+a, +2"—-2n,
unde ne N, n>2. Aratati ca:

R Tt
e

Dezvoltare, Marin Chirciu

2.3. Fie a, b > 0. Demonstrati ca:

2 4< 2ab [a® +1b? a+h [ 2 <(a+b)2
“la+b 2 2ab a’+b?> " ab

AoPS, 23 decembrie 2016, Daniel Sitaru

2 2
b) 4< 2ab + a +b a+b+ / 22 5 S4—2n+n(3+9j,cu nzl.
a+b 2 2ab a“+b b a 2
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C) 4£(a+b+ abj i+i £4—2n+n(— j cunz—
2 a+b ab a
d) 4S(a+b+ 2ab j( 2 +a+bjs4—2n+n[—+ J cunx==
2 a+b/\la+b 2ab a
2 2
e) 4< a+b+ a’+h 2 22 > |<4 2n+n(—+ j cunz-—
2 2 a+b Va"+b

-

b a )
a’ +b? [ 2 a b 1
g) 4<| Vab + 5 J( ab+ a2+b2]£4—2n+n(6+g),cu an.

Dezvoltari, Marin Chirciu
a+b 1 2 <5402 a b
2ab \/_ a+b b a
AoPS, 23 decembrie 2016, Daniel Sitaru

a+b 1 2 a b 3
<9-2n+n|—+—1{, h=>—.
2ab «/ a+b b a 4

+b 2 a b
<9-2n+n| —+—|,
\/ 2 J(a+b J_ a2+b2] [b aj

.

T4

2

d) 9 a+b 2ab+ /a +b 2 a+b+ f 22 <o- 2n+n[a+bJ,
2 a+b 2 a+b 2ab a‘+b b a

cunz

2ab  [a2+b2 ) 1 a+b [ 2 a b
e) 9<| Vab + + + + <9-2n+n| —+— |,
) [ a+b 2 ](Jab 2ab a2+b2j (b aj

cun 2%. Dezvoltari, Marin Chirciu

c) 9<

E
{M

-l>|oo

25. a)Fiea,b,c,d>0cua+b+c+d= 1SasearatecaZ:LtHdC 3.
b+c+

GM 12/2016, Marian Cucoanes, Mardsesti
+b
b+c

>2.

b) Fiea,b,c>0cua+b+c=1. SasearateCaz
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c)Fie a, a,, ..., a,>0 cu a +a, +...+a,=1. Sa se arate ca:

2
+a,+..+a
al 2 n_lzn_l.
2 a,+a,+..+a

Dezvoltare, Marin Chirciu
2.6. Aratati ca, dacd a, b, ¢ >0, atunci

b c a
lg— lg— lg—
) (E] {%] +(a_bj "53.
a b c
RMT 1/2017, Gheorghe Stoica, Petrosani

b c a
lg— lg— lg—
b) (E) +(Ej +(a_b] " >3, unden>0.
na nb nc
Dezvoltare, Marin Chirciu

2.7. a) Fie n e N, n = 2 si numere reale pozitive a,, a,, ..., a, astfel incat a, -a, -...-

-a, =/2-33-...-4/n . Si se arate ci:

1 1 1 11 1
—t—+. 21ttt
a a, 2 3 n

si sa se determine cazurile de egalitate.
GM 1/2017, Dorlir Ahmenti, Albania

b) Fie numerele reale pozitive a;, a,, ..., a, astfel incéat a, -a, -...-a, =J2-33-....

-%/n, oricare ar fin e N, n> 2. Sa se arate ci:

1 1 1 1 11 1
—t S+ttt 2+t
a a, a; a, 2 3 n

si sa se determine cazurile de egalitate.
2.8. Aratati ca pentru orice numere reale a, b, ¢ > 0, cu abc = 1 sunt adevarate
relatiile:
1 1 1 < a’+b*+c’
5 5 + 5 5 + 5 5 - '
a’+b’+ab b’>+c’+bc c¢’+a’+ca 3
GM 10/2016, Daniela Vlaicu, Zalau

2 2 2
b) Z 1 3_ana +b°+c
b2n+3+c2n+3+(bc) 3

Cand au loc egalitatile?

,undene N".

Marin Chirciu
2.9. Fie a, b, c >0 numere reale pozitive cu proprietatea ci a + b + ¢ = 1. Aratati ca:
a) v/3a2 +4ab+b? +~/3b% + 4bc+ % ++/3c? +4ca+a’ <242
GM 2/2017, Ovidiu Bobb, Copalnic-Mdandastur, Maramureg




capitoly|

Inegalitatea Cauchy—Schwarz

Invaya regulile ca sa stii
cum sa le incalci.”
Dalai Lama

Inegalitatea lui Bergstrém (Cauchy-Schwarz) (CS)
2 2 2
a_ + b_ > M’

Va, be R, x, y>0 (Titu Andreescu).
X oy X+Yy

2 p2 ¢ (a+b+c)
a_+b_+c_2¥, Va, b, Ce R, XY, z>0.
X Yy 7 @ X+y+z

b 2
3+E+E>M

> , Va,b,c, Xy, z>0.
X Yy z ax+by+cz

2 g2 2 +a,+.+a ) —
i+a_2+___+_n2(a1 2 n) , VaiER, Xi>0' =1
X, X X, X, + X, +. X,

a + b + ¢ zg, Va, b, c>0 (Neshitt).
b+c c+a a+b 2
a + b + ¢ > 3 , Va, b, ¢c>0 n>0.

b+nc c+na a+nb n+1

Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz (CBS)
(ax+by)’ s(a2 +b2)(x2 + yz), Va, b, x, ye R .

(ax+ by +cz)’ s(a2+b2+c2)(x2+y2 +zz), Va, b, c, X, y, ze R .

(aX+ax +..+ax) <(a’+al +.+a )(X +x +..+X}), Va, xR, i=1n.

Cazuri particulare din inegalitatea lui Holder

3 p3 A3 3
a_+b_+c_2w, Va, b, c, X, y, 2>0.
X y z 3(x+y+z)

at bt oot (a+b+c)*

> , Va, b, c Xy, z>0.
X 'y z 9(x+y+z) Y
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" b ¢"_ (a+b+c)
a_+b_+c_>(—)’ Va, b, ¢, x,y,2>0, n>2, neN.

x vy z 3?(x+y+z)
a_n+b_n>ﬂ

> Va, b, x,y>0, n>2, neN.
Xy 2"%(x+y) y

3.1. a) Numerele reale a, b, ¢, d verifica a® +b*+c*+d® =4 . Aratati ca:
a*+b*+c* +d*+4(a+b+c+d)*<68.
GMB 2/2016, lon Nedelcu

b) Numerele reale a,, a,, ..., a, verifica a’+a; +..+a; =k, k>2. Aritati ca:

a; +a; +..+a; +n(a, +a,+...+a,)><nk’+k,unde n>2.
GMB 9/2016, Marin Chirciu

3.2. Daca a, b, c>0 siabc =1, demonstrati ca au loc inegalitatile:

a) Z;zl. AoPS 7/2016
(a+D(a+2) 2
> 1 > 3 ,unde 0<n<1.
(a+n)(a+n+1) (n+1)(n+2)

1 3
c) Z(a+1)(a+n) > 20D’ unde 0<n<2.

d >’ L > 3 ,unde n, k>0 si 2nk<n+k+1.
(@a+n)(a+k) (n+1)(k+1)

Dezvoltari, Marin Chirciu
3.3. @) Numerele x, y; z € (0, o) verifica xyz = xy+ yz+ zx . Sa se demonstreze ca:
Xy N yz N X 23 .
z(1+xy) x(1+yz) y(l+zx) 10
D.M. Batineru-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzadu
b) Daca numerele a, b, ce (0, =) verifica a+b+c=1, si se arate ca:
a_, b 4 23.
1+bc 1+ca 1+ab 10
c) Numerele x, y, ze (0, ) verifica xyz=xy + yz+ zx . Sa se demonstreze ca:

vy oy X 29n ,unde n>0.
z(n+xy) x(n+yz) y(n+zx) 9n+1

d) Daca numerele a, b, ce (0, ) verifici a+b+c=1, sa se arate ca:

a + b + ¢ > on ,unde n=>0.
n+bc n+ca n+ab 9n+1

Dezvoltare, Marin Chirciu
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3.4. a) Se considera numerele a, b, c € (0, 1) sau a, b, ¢ € (0, o). Notdim
x=log, (bc), y=log,(ac), z=1log, (ab). Aratati ca:

J2(x+y+2)+62Vx+\y +z.

Problema 3, Concursul Gazeta Matematica si Viitorii Olimpici, 2017
b) Se considera numerele a, b, ¢, d € (0, 1) U (1, ). Notam x=log, (bcd),

y=log, (acd), z=log,(abd), t=1log, (abc). Aratati ca:
\/3(x+y+z+t)+122\/§+ y+Vz+4t .

Problema 3, Concursul Gazeta Matematica si Viitorii Olimpici, 2017
¢) Se considera numerele a,, a,, ..., a,€ (0, 1)U(L ). Notam x =log, (a,a;...a,),

x, =log, (a,a,...a,), ..., X, =log, (aa,..a,,). Artati ca:

JIN=2) (X %+t X )40 (N=1) 2 X, + X, Fot X,

3.5. Daca a, b, ¢ > 0, demonstrati ca:

a) IogalDSCS a+ IOgb&;ﬁ b+ Iogcalabs c 2% . RMT 1/2017, Florin Rotaru, Focsani

b) Iogab"c” a+ Iogbcnan b+ log c= 2n3+1’ unde n > 1.

ca"b"

3
¢)log, ,.a+log ,.b+log ,,c>2——— unden>0,m>0,n+m=>2.
ab"c bc"al ca'b n+m+1

Dezvoltari, Marin Chirciu
3.6. a) Sa se arate c4, daca x, y, z> 0, atunci:

1 1 1 7 /1 1 1
3 -~ 3 + 3 <— —2+—2+—2 .
X+ X+2 Y 4+2y+2 z°+3x+12 24\ x* y° z

Constantin Nicolau, Curtea de Arges
b) Inegalitatea poate fi extinsa la mai multe variabile. Sa se arate ca, daca xi, Xz,
Xn > 0, atunci:

- ! - L +.t— 1
XAX +2 X +2% +2 X, +nx +n(n+1)

1 (1 1 1) 1 1 1
<= sttt || +=+..+=].
4\\1° 2 n“JLx X, X5

3.7. a) Sa se determine numerele reale x, y, z >g Cu proprietatea ca

<

(x+1)° N (y+2)° . (z+3)° B
y+z-1 z4+Xx-2 X+y-3
GM 2/2017, Alessandro Ventullo, Milano, Italia

18.




